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Ueber die Anzahl der Primzahlen unter

einer gegebenen Grosse.

Bernhard Riemann

[Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.]

Meinen Dank fiir die Auszeichnung, welche mir die Akademie durch
die Aufnahme unter ihre Correspondenten hat zu Theil werden lassen,
glaube ich am besten dadurch zu erkennen zu geben, dass ich von der
hierdurch erhaltenen Erlaubniss baldigst Gebrauch mache durch Mit-
theilung einer Untersuchung iiber die H&ufigkeit der Primzahlen; ein
Gegenstand, welcher durch die Interesse, welches Gauss und Dirichlet
demselben lingere Zeit geschenkt haben, einer solchen Mittheilung viel-
leicht nicht ganz unwerth erscheint.

Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von Euler

gemachte Bemerkung, dass das Product

wenn fiir p alle Primzahlen, fiir n alle ganzen Zahlen gesetzt werden.
Die Function der complexen Veridnderlichen s, welche durch diese bei-
den Ausdriicke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne ich

durch {(s). Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von s grosser
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als 1ist; es lisst sich indess leicht ein immer giiltig bleibender Ausdruck

der Function finden. Durch Anwendung der Gleichung

o)

/e—nxxs—l dx = H(S — 1)
ns

0

erhilt man zunichst

oo

/XS 1dX
(s — 1)C

0

Betrachtet man nun das Integral palatino

/( x)5~ ldx

von +oo bis +oo positiv um ein Grossengebiet erstreckt, welches
den Werth 0, aber keinen andern Unstetigkeitswerth der Function
unter dem Integralzeichen im Innern enthélt, so ergiebt sich dieses

x
. . x5~ 1 dx
—TtS1 TCS1
e —e ,
( ) / —
0

leicht gleich

eX
vorausgesetzt, dass in der vieldeutigen Function (—x)>~! = e(s~110g(=x)
der Logarithmus von —x so bestimmt worden ist, dass er fiir ein ne-
gatives x reell wird. Man hat daher

w s—1
2sinmsTI(s — 1)¢(s) = i / %,

oo

das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden.



Diese Gleichung giebt nun den Werth der Function {(s) fiir jedes
beliebige complexe s und zeigt, dass sie einwerthig und fiir alle
endlichen Werthe von s, ausser 1, endlich ist, so wie auch, dass sie
verschwindet, wenn s gleich einer negativen geraden Zahl ist.

Wenn der reelle Theil von s negativ ist, kann das Integral,
statt positiv um das angegebene Grossengebiet auch negativ um
das Grossengebiet, welches simmtliche iibrigen complexen Gros-
sen enthilt, erstreckt werden, da das Integral durch Werthe mit
unendlich grossem Modul dann unendlich klein ist. Im Innern
dieses Grossengebiets aber wird die Function unter dem Inte-
gralzeichen nur unstetig, wenn x gleich einem ganzen Vielfa-
chen von +2ni wird und das Integral ist daher gleich der Summe
der Integrale negativ um diese Werthe genommen. Das Integral
um den Werth n 2xi aber ist = (—n 27i)5~1(—2xi), man erhilt da-
her

2sinwsTI(s — 1)Z(s) = @n)*S S~ 1(—1)s~ 1 +i%7 D),

also eine Relation zwischen {(s) und {(1 — s), welche sich mit Be-
nutzung bekannter Eigenschaften der Function IT auch so aus-
driicken lasst:
m (% - 1) 1 3(s)
bleibt ungeidndert, wenn s in 1 — s verwandelt wird.
Diese Eigenschaft der Function veranlasste mich statt I(s —

1) das Integral II (% - 1) in dem allgemeinen Gliede der Rei-

1
he Z = einzufithren, wodurch man einen sehr bequemen Aus-
druck der Function {(s) erhélt. In der That hat man

1 oo
EH (% - 1) 2= /e_nmxx%_1 dx,
0
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also, wenn man

oo
Z e DTX _ \II(X)
1

setzt,
o0
S _s _ s_1
II (5 — 1) n2{(s) = /\p(x)x2 dx,
0
oder da

oy(x)+1=x"3 (2\.; (i) + 1) . (Jacobi, Fund. S. 184)

o o0 1
I1 (; — 1) n7%§(s) = /\y(x)ngl dx + /q/ (x) x% dx
1 1
1
+%/ (x% —x%71> dx
0
1 [o@)
= P +/\y(x) (x%—l +x_%) dx.
1
Ich setze nun s = % =+ ti und lmvtt

m (g) (s — D 3¢4(s) = E(t),

so dass

E) =3 —(tt+ /wx)x—% cos(3tlogx) dx
1



oder auch

oo 3 ,
E(t) = 4/ Mx_% cos(%tlogx) dx.
dx
1

Diese Function ist fir alle endlichen Werthe von t endlich,
und lésst sich nach Potenzen von tt in eine sehr schnell convergi-
rende Reihe entwickeln. Da fiir einen Werth von s, dessen reeller
Bestandtheil grosser als 1 ist, log{(s) = — ) log(1 — p~*®) endlich
bleibt, und von den Logarithmen der iibrigen Factoren von &(t)
dasselbe gilt, so kann die Function &(t) nur verschwinden, wenn
der imaginére Theil von t zwischen %i und —%i liegt. Die Anzahl
der Wurzeln von &(t) = 0, deren reeller Theil zwischen 0 und T

liegt, ist etwa
T T

= —1lo
21 21 21
denn das Integral [ dlog&(t) positiv um den Inbegriff der Wert-
he von t erstreckt, deren imaginérer Theil zwischen %i und —%i

und deren reeller Theil zwischen 0 und T liegt, ist (bis auf einen
1 T
Bruchtheil von der Ordnung der Grésse ?) gleich (T log o T) i;
£

dieses Integral aber ist gleich der Anzahl der in diesem Gebiet
liegenden Wurzeln von §(t) = 0, multiplicirt mit 2rni. Man fin-
det nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb dieser
Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell
sind. Hiervon wére allerdings ein strenger Beweis zu wiinschen;
ich habe indess die Aufsuchung desselben nach einigen fliichtigen
vergeblichen Versuchen vorléufig bei Seite gelassen, da er fiir den
nichsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.

Bezeichnet man durch o jede Wurzel der Gleichung &(a) = 0, so kann
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man log &(t) durch

t

> log (1 - @) +1log &(0)
ausdriicken; denn da die Dichtigkeit der Wurzeln von der Grosse t mit t
nur wie log in wichst, so convergirt dieser Ausdruck und wird fiir ein un-
endliches t nur unendlich wie tlog t; er unterscheidet sich also von log &(t)
um eine Function von tt, die fiir ein endliches t stetig und endlich bleibt
und mit tt dividirt fiir ein unendliches t unendlich klein wird. Dieser Un-
terschied ist folglich eine Constante, deren Werth durch Einsetzung von
t = 0 bestimmt werden kann.

Mit diesen Hiilfsmitteln l4sst sich nun die Anzahl der Primzahlen, die
kleiner als x sind, bestimmen.

Es sei F(x), wenn x nicht gerade einer Primzahl gleich ist, gleich dieser
Anzahl, wenn aber x eine Primzahl ist, um % grosser, so dass fiir ein x, bei
welchem F(x) sich sprungweise dndert,

Fx+0)+Fx—0)

F(x) = 3

Ersetzt man nun in

lOg Q(S) = _Z IOg(l - P_S) = EP_S + % Zp_zs + % Zp_3s 4+ ...

oo o0
p ®durchs / x7lds, p~? durch s/x‘s_1 ds,...,
p p?
so erhélt man
[o¢]

log §(s) _ s
P /f(x)x dx,

1
wenn man

F(x) + LF(x2) + JR(x3) 4 -



durch f(x) bezeichnet.
Diese Gleichung ist gtiltig fir jeden complexen Werth a +bi von
s, wenn a > 1. Wenn aber in diesem Umfange die Gleichung

qls) = /h[x]x*S dlog x
0

gilt, so kann man mit Hilfe des Fourier’schen Satzes die Function h
durch die Function g ausdriicken. Die Gleichung zerfallt, wenn h(x]
reell ist und

gla + bi] = gy(b] + igz(b],

in den beiden folgenden:

oo
qilb) = /h[x]x_El cos(blogx)dlogx,
0

o0
igy(b) = —i/h[x]x‘El sin(blogx) dlog x.
0

Wenn man heide Gleichungen mit
(cos(blogy) +isin(blogy)) db

multiplicirt und von —oo bis +oo integrirt, so erhalt man in beiden
auf der rechten Seite nach dem Fourier’schen Satze nh(y)y~%, alsg,
wenn man beide Gleichungen addirt und mit iy* multiplicirt,

a+ooi
2nih(y) = / g(s)y® ds,

a—ooi
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warin die Integration so auszufithren ist, dass der reelle Theil von
s constant bleibt.

Das Integral stellt fir einen Werth von y, bei welchem eine
sprungweise Aenderung der Function h(y) stattfindet, den Mit-
telwerth aus den Werthen der Function h zu beiden Seiten des
Sprunges dar. Bei der hier vorausgesetzten Bestimmungsweise der
Function £(x) besitzt diese dieselbe Eigenschalt, und man hat daher
villig allgemein

a+ooi )
1 logC(s)
fy) = — —= 2y ds.
W=y | e
a—ooi
Fiir log € kann man nun den frither gefundenen Ausdruck fourier
1,2
s B o s o (s —3)
2logﬂ: log(s — 1) — logII (2) +Y “log <1+ -~ > +1ogé&(0)

substituiren; die Integrale der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks wiir-
den aber dann ins Unendliche ausgedehnt nicht convergiren, weshalb

es zweckmadssig ist, die Gleichung vorher durch partielle Integration in

a+ooi dlog?;(s)
1 1 s s
fx) = —— x> ds

2mi log x ds
a—ooi
umzuformen.
Da
n=m
—lo H(E)—lim lo (1+i)—§10 m
81\2) 7 — & 2n o8 |

fiir m = oo, also

Coglon (5) = agiog (1450
ds - ds ’



so erhalten dann sammtliche Glieder des Ausdruckes fiir f(x) mit
Ausnahme von

] ] atooi ]

— —1 0)x*ds =1 0

2mi log x / ss 0g (0)x" ds = log &(0)
a—ooi

die Form

+00i } _E
),

%logx ds X ds.
a—ooi
Nun ist aber
1 s
d(es(1-3))
dp (B—s)p’

und, wenn der reelle Theil von s grasser als der reelle Theil von
ist,

1 atooi s g B X
b x*ds _xP B-1g4
X X,
omi | B-sB B /
a—0oa1 o
oder
X
= /XB_I dx,
0

je nachdem der reelle Theil von B negativ oder positiv ist. Man hat

daher .
. S
L))

d
27i log x ds e

a—ooi
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a—ooi
X Xﬁfl
= / dx + const. im ersten
log
o
und
X XB—]
= / dx+ const. im zweiten Falle.
log x
0

Im ersten Falle bestimm?t sich dic ?n’(@m’dc:nsa%s’can’w, wenn man den
recllen Theﬂ von B ncga%iv uncncﬂiéh werden ldsst; im zweiten Falle er—  auriocus
hélt das Integral won o bis x um ami verschiedene GLUwﬂle, _je machdem dic
‘an%cﬁm’(ion durch complew WW%%@ mit rosi’(iwm oder n@a%ivcm Greus
305611{011’(, und wird, auf jenem w€90 _genomamen, uncncﬂiﬂl Klein, wenn der
@ocﬁcicn% von i in dem WMJ(!L[G von posi%iv unc%&1ic71 wivd, auf letz—

tevem aber, wenn dieser Coefficient n@a’ﬁ'v ummﬂiﬂl wird, hicraus cn:gic%’f
sich, wic auf der linken Seite log (1 — ;) zu bestimmen ist, damit dic
Inteorationsconstante weofdllt

Durdy Einsetzung dieser Werthe in den Gusdruck von () erhalt man  slitex
math

L™ 6ge(0),

x2 — 1 xlogx

00 =t () 40 )+ ]

wenn in ¢ fiir a s&mmﬂicha fposﬁiwn Lo&cv einen posﬁivcn reellen
Theil enthaltenden) Wurzeln der Gleidung &(ar) = 0, ihrer Grésse nach
geordnet, gesetzt werden, Es ldsst sidh, mi%fb’aﬂfc ciner genaueren Discussion

der Function &, 101’31’( zeigen, dass bei dicser C@now’lnwnj der JLUM’(H der Wﬂle
(R (x%ﬂi) Iy (x%*‘“)) log x

10



mit dem _@vcnzww’(ﬁ, oegen welchen

_ 1y2
a+bi déz log (1 + (52)>
S

o
x> ds

2mi ds
a—bi
bei unaufhéﬂichcm wgéhscn der Grdsse b convcw:girj(, iibereinstimm; éluréh
verdnderte ﬂnovﬂmu@ aber wiirde sic _jec%% %alic%{gan reellen ‘UJcrﬂl aﬂlaﬁm
kénnen,
Aus f(x) findet sich F(x) mittelst der durch Umkehrung der Relation

1 1
(09 = . —F <x)
sich ergebenden Gleichung
1 1
FO0 = S(— 1) —f (Xm) ,
worin fir m der Reihe nach die durch kein Quadrat ausser 1 theilba-
ren Zahlen zu setzen sind und p die Anzahl der Primfactoren von m
bezeichnet.
Beschrankt man Y% auf eine endliche Zahl von Gliedern, so giebt

die Derivirte des Ausdrucks flir £(x) oder, bis auf einen mit wachsen-
dem x sehr schnell abnehmenden Theil,

1
1 wcos(ologx)x™ 2

,22

logx logx

einen angenaherten Ausdruck fur die Dichtigkeit der Primzahlen + der
halben Dichtigkeit der Primzahlquadrate + % von der Dichtigkeit der
Primzahlcuben u. s. w. von der Grésse x.

Die bekannte N&herungsformel F(x) = Li(x) ist also nur bis auf
Gréssen von der Ordnung x2 richtig und giebt einen etwas zu gros-
sen Werth; denn die nicht periodischen Glieder in dem Ausdrucke von

11
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F(x) sind, von Grdssen, die mit x nicht in’s Unendliche wachsen, ab-
gesehen:

; 11 170wt 17a0ut 1r.0.k 17.0.1
Li(x) — 5Li(x2) — 3Li(x3) — gLi(x5) + zLi(x6) — 7Li(x7) +---

UmMC@MMM@aMWWWWM frewnsive

Mcﬁmﬁuﬂwm&(xmmabwﬂﬁdm@m%a%
wnten x diese drahl schon vom ensten Fumdenttausend am
ey unten. manchen Shusarbungen. allmaklich mit . dolle
se Verdichbung und Derdiinmung den. Frimopahlen. Rat achorn
lei. den. Foalumgen. die oufmerbsambeit ernegt, ohme dass je
mamg&mwwwmmmwwwm

- Ginen. regelminsigenen Gang als Flx ) e e
Fumction f(x) neigem, welche sich achom im. eraten Fundent
sehn deutlich ols mit fifc)+ loge(0) im dbittel leneimabim-
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