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Deuxicme j:ofrcmulc de la moyenne

TJean—Frangois Burnol, z octobre 2009

Soit axb et f,0: La,b] - R deux fonctions a valeurs véclles, f
dant supposée intégrable sur La,b] ¢t o positive décroissante. (dlors

b c
0 Ca,b] / Ao dt = gla) / O

BFour f & valours complems I'imigamé sutvante est valable :

/ ARt / A 51%|

Bour 9 posija'w croissante on aura fa ﬂ’tbm dt = 3(%) fc b ﬂ’t) dt ot/ou
I’ine:goﬂi’té mdggw,

<ola) sup
¢cLla,b]

On aura compris gue U intéret mageur de la deuxiéme form«ﬂe de
la MoYenne sous la fw«mc d une fine:goli’té est gue le module dans la

«mcg'om’a'on est & U estériour de I’in%e:gfrcde '

La preuve est, comme a 1%@%1’%&@, un choi% parmi de
nombreuses possi bilités, Bour celle gue je présente en pre—
micr, je voulais étre compris par guehu’un ne maitrisant
gue Uintéprale de Riemann, et done, pour une preuve réel—

lement compléte, i1 me fallait éviter Vemploi d' un théoréme
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admis comme Uest celui de la conwvergence dominée. Mais le
raisonnemend se devail d dtre valable aussi pour une fonc—
tion ifnj(e:gfmme au sens de ie%eggue, et done je me pouvais
pas fm’w reposey la prouve sur I’emﬂoi de sommes de Wc—
mann, Lorsgu’elle ost_justifiable, unc simple intégration
par «pwr%ies méne au résullal Cela sera cxﬁigué par la
suite.

Remargue : si Uon travaille avee Uintéorale au sens de
Ricmann, on sait gue toute fonction monotone sur le sgqmen’t
La,b] est in’(e:gframe, ot gue le pfro&uﬁ de deux foncja'ons
Riemann—intégrables est intéorable. Si Von travaille avee
1’1’%’(@194/@1@ de Lebesque, on sait gue toute fonction monotone
est mesurable, gue le pfro&uﬁ de deux foncja'ons mesurables
est mesurable, done e pfro&uijt fo est mesurable ot de 1o1us,
comme g est bornée, fo est intégrable puisguc £ Uest,

(%ﬁic«o)—?&emwgw 2 ¢ 9 st juste supposée décroissante,
pas continue, Done il vaudvait micux éerive 3(@*) gue 3(@),
cela donnerait une meilleure majorvation. Mais ¢a marche
avee les deux,

Remargue 3 ¢ si Von vemplace o) par o(t) —o(b7) on
obtient une dvaluation plus précise, ¢'est la forme tradi—

tonnelle de la seconde formule de la moyenme [ fdlo(t)dt =
oat) [FFD @ +o(b) [P AN (11 sufit alors pour g d' e
«mono’tom, ot pas nécessairement posi’tiw),

%mm’gw assez sublile 4 @ sauf si o est constante sur
Ja, bL la deuxitme formule de la MOYeNNe sous la forme

plus hau’t vaul avec un ¢ distinet de a ot de b &t sous



la fw«mc f ﬂ%b )3’(—-3 a*)f ﬂ% cpf-{-j )f ﬂ’t)&’t elle

vaut avec un ¢ O Ja, b sans autre condition sur o gue d tre
monotone (vous pourrez chercher & _justifior cetle remargue,

cela est assez frusé)

e vais avoir besoin du fait gue ? f ﬂ’( Vdt ot K% f lﬂ’( Wt
sonjt des fonctions continues de x. 5 esjt dvident Iorsgue f st bornée
(dome en particulicr si f est intégrable au sens de %emcmn) car de If1 < €
résulte f?(x)—?@)f < Clx —3' (cle meme pouy ﬁ) done F ¢t £ sont alors
iijoschi’tzimnes, Dans le cas d'une fona’({on Ie%es»gue—in%eigmﬂe non
bornée, ¢ est un théoréme classigue gue Von peut prouver en ulilisant
le ’fhéo«éme de la convergence dominée (c%cfrcicc), On va méme uliliser
guc K est uniformément continue, cc gui est assuré par le fail gue
La,b] est compact, et est trivial par la propricté Lipschitzienne dans

le cas ou f est bornde,

Soit N =1 et soit 9( = a+j ;0 <j <N @eﬁmssons :
N—1

- /a“ Ay

.7'0 j
GComme 9 est décroissante :

N— j54-1
ST AR dt - /ﬂ% N <

g7 Y
W—l, ) ) +1 ) —, , /

<ot ) [ =Y ) -\ 58
J-0°

] J=e
Soit 0.)(7\/’ ) = supa<%<%_1,;a(fﬁ(%+ LW“) —fﬁ(%)), D aprés ce gui yrécéole :

b / Rl -t

o= [ A0 =5 o)l = ) -

Jo
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On sait gue X est continue, done uniformément continue sur [a,b,

donc OJ(W ) = 0, Hinsi
% / /
lim = / At

Bar ailleurs on a eigcﬂemen’( (gu&gw yafrjt ’Jr(o,) =0 est utilisé .’) :

N—1 1 ,
:)W Z J ﬂ%b )CR - Z 3 )(?ﬂ +1) - ?tjfj))
[ J=o J=o
Ll) N—1, , o
- Z (9( )‘3U+1))g(95'+1)+~9t%)g(?’)
J=o

O "UW’<( Z (o) =t ) +0l)) sup )l =o(a) sup (Fx)

a<x<h a<x<h
Dou la clewewme fm’mﬂﬂe de la moyenne dans le cas complem, par
passage a la limite

Dans le cas w’el et en notant m = inf[ 3 ?( ) d M = supr, 3] ?( )
, on obtient de ( ) st%w 9 est Qec«mssafn’w ot posﬂ(we) :

a/ mf ? <U7\/’<,‘?( ) sup ?(x),
[a,b] La,b]

d ou o,prés passage a la limite

ofa) inf Fx) /ﬂ%ﬁa (o) sup T,
La,b] [a,b]

ot par conséguen% (lc cas 3(@) =0 Wraitd 4 pa«%) par Te %Héo«éme des

valeurs intermédiaives pour la fom’cion continue F :

b o , c
0 La,b] / Ao(1)d = o)) = o) / FOF

Z/.



Réptons guc si 9 n est pas constante sur Ja,bL alors il 4 a un
¢ 0 Ja,bL gui conwvient,

GAutre epws«pec%iw

Sumoosons gue f soit continuc ¢t 9 de classe G ng’ows avec 3‘1%) =
ff ﬂj{) dt on a par inj(e:gfra’tion par pa«’ﬂ'es :

/ﬂ%}g dt = o(0)F /a'

Bar e pwmiw ’fhaowme de la MOYCNNE POUT UNC m’(@wﬂ@ avec 1001'35

posi’w'f, il vient

[ O La, ] / N1t =) / (' (1))t = Fe)ola)-a(b))
(Hinsi,

/ﬂ’f 1 dt = 5(b)F(b)+(ala) o b)Fe) = ola /ﬂ”’w /ﬂ’f’f

€ est—a—dire la seconde fovmule de la MOYeNnNe sous sa fowme « ﬂus
pfrécise » U’e laisse en exercice le faij( gyu’ﬂ Y aunc [ ]a,?o[ gwi
conwenm) Comme ?U_-a, %]) ost un sggmen’( tout %w@cen%w a coeﬂ%cwn’(s
posﬁtfs &e 1001%%5 &e ce sggmen% K est encore donc 3( ) ( ) Lg( ) ( )) ( )
est de la forme ola /fﬂc’ ), ce gui donne comme consegwme la secomle
fo««mulc de la moyenne sous sa fo«me « fws%e ”, celle gue j’ at choisie de
mettre en avant au début de ce texte, Dans la pm%igw, on veul surtout

Uune mcgoq’a%wn 30 J‘f ﬂ% CH

’P’Y@CiSG 30%%0%% %OU

/ﬂ% )t

G% 1@ fowme jC‘Y‘US%G comme 1@ fowme

/ ) 5&‘

¢s zleu% :

<sla] sup
c D/:a b3
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On ’HO%@‘Y& gw Ia mo:jo«aj(ion fPCW 3(a)lf: ﬂ%)dj{' +\9t%)lf}ﬂ%) Cl%l GS%

souvent moins intéressante,

Encore une aulre «pwsepec%iw

Jei je m adresse a un auditoire mattrisant mesure ot intégration, Jout
d abord on peut remplacer 3(%) en tout x par 3(%*) ce gui me modific
O gue sur un ensemble dénombrable, done de mesure mulle, ¢t rend o
continue a droite. La formule sera done prouvée avee 3(@*) dele a
comme covollaive moins précis celle avec 3(@) Dorénavant je suppose
o continue a droite, donc il existe une mesure (&e ie%eggue—g%1e1@es)
posi’ﬂ'w sur le sggmcn% La, b7 telle gue 3(%) :3(%)+u(]x,?o]) (pcw
exemple et en particulier 3(%_) = 3(79)4-“({?9})), On apph’gue le théoreme
de Fubini :

/ A= 0I5+ /a\w, i /%\m sl
=N+ [ AR =R [ )

astaush asu<h

Buis on fai’t amod au premier ’fhao«éme de la moyenne pour Tinti—

3«a%ion de foncja'ons continues contre une mesure posi’ﬂ'w :
0 [, b1 / RO =R [ due) = o te (bR

Une aepeplica’(ion : transformalion de Z(aep1ace

On considére une fonction f : Lo,4+00[ ~ &, intégrable sur tout

scoment et Telle gue Vindéorale impropre [7fH)dt =lims o, [ Ojﬂ%) dt
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existe, Alors les in%e:gmles impvoqows :

)= | " et

existont ot cléﬁnissen’( une fom’cion continue de a = 0.

@‘Y@‘WU@ : ‘Pa’?’ ICL SGCO%&G fOYMUIG 30 ICL mgymne :

/% “ et < / ) a%|

@onc 10 C‘Y’l%@’?’@ 010 @auéhy ‘POU’Y 1 09615%0%60 30 (a) 05% ‘V@’Nﬁ@ @0 ‘Pl‘US
om fmscm% %@%01‘}’0 y Yers 400 11 ‘W,G‘n%

<X 0 | /% " et /% “ i /% wﬂ%)a%‘

Gar consegwfn’( les fonctions de a, U% f ﬂ’( —“j‘o’t’c cowvm:gm%
uniformément sur a O Lo, 400l ¢t pour 96 — +00 wvers la fonction U( )

OS%SyD sup

96<,z<y

< Sup
=X

<2 sup
=X

AN sujﬁ%’( done de s assurer de la continuité de chague U%(a), Madis par
le ’fhéo«éme des accroissemend finis ot oM < U —alet < Xl — 4
pour 0 < < X, Les fonctions Jy sont donc iijoschi%zienms ot par

conségwnj( continues en leur variable a.

Si 1on Suppose sculement gue f ﬂ’( )t est borné, on pw’c affirmer
en revisitand la prowve gue U(a f ﬂ%) Q¥ oxiske pour a > 0 ot

05% Uune jCO‘nC%‘lO’n conj(mw

N se peuj( gu’c&o‘rs la limite U(o*) existe, MNotez gue

pour f posi’ﬂ'w Te jfhéoréme de la convergence monotone
3cwcm%1’% | Ooo ﬂ%) dt = U(o* ) (?méme si tous les U(a) valent
+00), Sumoosons seulement gue la fom’c{on f soit Telle gue
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les transformées de Laplace Ya) = limy fo% ﬂ%)e—“%cl%
existent ot gue T = lim,_, ,+»Ja) existe. Lo remarguable
théoréme suivant (1@ preuve en sera donnée ultéricure—
«mm%) vaul : I’in%e:gfrcde impmpw f * ﬂ’t) dt conwerge (c’(
ost donc nécessairement ggale a U) si ot seulemenl si on
a f %ﬂ%)&% = O(%) pouy X o o LQM’M st ﬂ%) = o ) )
Ceci s amoene un ’(heowme Jaubérien, Jauber o:yom% mon’(w
U cmolqgw avec une séric au liew d une 1%%@¢a1@ Fouvez—

vous ¢n toul cas monirer la yaﬁie facile ¢ si | ooo ﬂ’c) di
conwverge alors f 0% %ﬂ’() dt = 0(%)?

Ehudions Aa) = [ Ooo ﬁ;}—ﬂ R Far la deuxiome formule de la
moyenne on a | f% ﬂ‘%—&%l < % done le eritére de Cauchy ost wévifid

00 SW‘L

pouy U existence de 7 f _%_ dt. Done I est une fonc’aon continue
dea=0 On peujt ensw%e jusjmﬁer de diverses maniéres gue 7 (a) existe ot
vaul :7 ) f sin| ) —at 31 € st brs facile si T on ohspose du théo—

réme de la convergence dominée car MIT_:’ = f smm ”“j“’—%l;l di

ot on yeu’c magorer en valeur absoluc —l}h; par M Done sia Do ot

st W est restreint a Stre < éa, Te ’fhéo«éme de la conveygence dominée

donne le résultal voulu, EF bien str :

J(a)=D/mﬁa+f)’fa%=m L=
0

a+1 1+a*

Done, il existe une constante © jtene guc pour a > 0 on ail U(a) =

C —@m’c@( ) T ne reste alovs gu a jus%ﬁer lim, _, 1oo U(a) =0 (c “est

trivial,,, si, si ) pour en conclure gue C= c’t done gue f o sin? o’t’c =
Qot)=€=1
Déf : prouvez démentairement T(a) = Ja)!
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(cuuxiémc formule de la moyenne, sw”(e)

Tean—Frangois Burnol, z octobre 2000

;70 mppeue nos notations :’(a) = fo ﬁ;}—ae_“% dt ot 7 ) f sin ) —at dt
On veul montrer dlémentairement 7' ( ) ;7(@) pour a > 0. Bar 333104’—

qumn\ge :
&= e*+@—%)e*+§@—%)%z
avec un z endre x ot Y, et done :
‘j:i — Séfx—glcm“*(*ﬁ)=éfx—3f max(e%,ay)

Aveca Yo et b= %a on pcu’t ccrive :

© e—m_e—aj(
‘JU’) )_:7 ) / sin )( — +¢—a%> 1

g ‘M_ﬂa)‘ < gt%_u/mlsm(%)m—éa’fa%
— :

D ou la conclusion.

g en e g,w’ concerne

lim / 2 sind) g,
0

a—>+00 %

on a tout bétement :

)l < / =t
0 a



e propose maintenant 1exercice suivant :  soi? f: Lo+l €
une fonc%{on 1'n%c{gmz’le sur toul sggmen%, ot tlle que fo% ﬂ’t) dt sor?

borné, On sai? gue les 1'n‘?g’9m2es impropres | Ooo ﬂ%)e‘“% dt conwyen‘?
pour tout a > o, Montrez :

lim / A=t =
0

a — 400
voir au verso aprés y avoir réfléchi

o la conwvergence monotone ne s’o,ppligue bien sur pas puisgue T on

n'a pas fai% yhypo’fhése de 1 existence de f * fﬂ’t)f&’a,,

0

... le vésultal est trivial si § est bornée mais on na pas mon 1o1us
fait cette Yypothise... ¢t si f Aail majorée par un polyndme ¢a irait
encore, mais on n'a pas non plus fait cette hypothise... méme si £ Aait

au plus de croissance eaepomnjtiene cela serait assez trivial, mais on

na pas faij( cette hyqoo%ﬁése,’

... & propos donmer un exemple de f gui vérifie Ulypothise mais gui
n est maforée par aucunce expression du @W fe)‘j‘, autrement dit telle

gue Umsup%_ﬂroo ff(’()fe‘“% = 400 pour tout a Do,

10



8ot % 1l guc | [X AN <% pour Tt X, dinsi | [ ADH
pour tous X, y Bar la deuxieme fo«muie de la moyenne

Ys¥X O /% “ eta
En p«cncm’t la limite pour y - o0 il wient :

| /% " et

/ ﬂ%)e—“% di| < / l fﬂ%)fe—“% dt+ 2872
0 0

Ie pfremiw %@’Y‘Ww %@‘1’13 vers ZG/’?’O ‘PO‘W}’ a - +00} 501:% fpcwce gue jc

< 2%

< 2?@’“%

< 2?@‘“%

HAinsi :

est supposée intéorable au sens de Riemann sur Lo,1] et dome est
bornée sur cet intervalle, soit dans le cas général par le théoréme de
la convergence dominée (mppelez—vous gu’ﬂ ya dans son énoncé un
« presguc pa«’tou’t » bien utile ici a cause de 1 = 0), Lo sccond terme
Yend aussi vers zéro, D ou la conclusion, Variante pour tout € Do on

00 €
/ A=t < / AN 4 2
0 0

00 €
0 limsup / fe=tal < / EE
a — 400 o) 0
00 €
0 limsup / A0t < lim / A3 = o
a—+00 [Jo €-0J, /

d'ou la conclusion, La dernidre limite n'est pas Yriviale ot nécessite
la convergence dominée ou momolone ot éguiwvu% a la continuid de
xi- [* lﬂ%)l&% en théorie de UinYégrale de Lebesque. Si f est supposée
in%e:gfmme au sens de Wc«mcmn sur L0,17 ¢ est trivial par contre, car

lle est alors bormde,
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